













CRACK ANALYSIS WITH THERMAL LOADING 
BY USING HYBLID-TYPE PENALTY METHOD 
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Hybrid-type Penalty Method (HPM) is the new numerical method suitable for the analysis of non-linear 
problem such as cracking. In this paper, I show a numerical method for the discrete limit analysis with thermal 
loading for a in-plane or out-of-plane problems by using HPM. There is the characteristic of both of the FEM 
suitable for a elastic analysis and RBSM which can express crack easily in HPM. .In the first part of the paper, I 
have given brief formulation of in-plane thermal stress problems. In second part, I have given some numerical 
results to check the progress of the crack by the simple numerical examples. Next, I develop a discrete limit 
analysis of  a plate bending problem with thermal loading. Finally, I analyze the sheet glass with thermal 
loading as an example of the out-of-plane problems. 




























































（釣り合い方程式）   (1) 
（応力－ひずみ関係）   (2) 
（ひずみ－変位関係）   (3) 
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図 1 領域  と 部分領域 ，  
 
図 1 に示すように，隣接する 2 つの部分領域の共通の
境界 において，付帯条件 
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３． 面内熱応力問題の離散化方程式の誘導 
（１）二次元 1 次の変位場 




のように 0 となると仮定して求められる． 
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このように，HPM の離散化方程式の係数行列は，部分
領域毎の剛性  と，部分領域境界辺毎の付帯条件 
 の和で表される．なお， ，  は式(9)の左辺










ここで，  は粘着力，  は内部摩擦角， ，  は，それ
ぞれ法線方向，接線方向の表面力を表している． 
本論文では，表面力を式(13)のように， ，  の代わ






























































































































































 図 2 要素分割図 
 
表 1 材料定数 
弾性係数 [N/mm2] 33333 
ポアソン比 0.167 
線膨張係数 0.00001 
せん断強さ [N/mm2] 7.51 
内部摩擦角 [度] 37 
厚さ [mm] 1.0 
引張強度 [N/mm2] 3.31 
圧縮強度 [N/mm2] 54.4 
 
 
図 3 温度低下ごとのひび割れの進展状況 
 
 
図 4 6.6℃低下時の変位モード 
 













節点数 10000，要素数 19706，(b)節点数 10000，要素数
19665，(c)節点数 10000，要素数 19677 に分割した．また，
拘束条件，材料定数は図 6，表 2 に示すとおりである． 
 
 
図 6 板ガラスの解析モデル 
 
表 2 板ガラスの材料定数[16] 
弾性係数 [N/mm2] 7.16×104 
ポアソン比 0.23 
線膨張係数 9.0×10-9 
引張強度 [N/mm2] 48 















度として扱う．いま，領域  内における 2 次の変位




三次元 2 次の変位場に Kirchhoff-Love の仮定を適用し，
薄板の変位場を導出する．平面保持の仮定より，板厚方
向のせんだんひずみが 0 になること，断面剛の仮定より


























ここで， ， ， は部分領域境界面
に対する法線および接線方向の相対変位で，同様に，
， ， は，法線および接線方向に対













帯条件 の和で表される．なお， ， は


















































図 8 解析モデル 
 
表 3 板ガラスの材料定数[16] 
弾性係数 [N/mm2] 7.16×104 
ポアソン比 0.23 
線膨張係数 9.0×10-9 
全塑性モーメント [Nmm/mm] 4800 
厚さ [mm] 20 
 
解析に用いたモデルを図 8 に示す．要素分割はデロー
ニ分割を用いて，節点数 10000，要素数 19711 に分割し













節点数 10000，要素数 19711 に分割した．また，材料定
数は表 3 を用いる． 
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